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ハールウェーブレット変換と完全再構成QMフィルタ
Haar Wavelet Transforms and Perfect 
Reconstruction Quadrature Mirror Filters
奥村博造
Hirozo OKUMURA
1　はじめに
　音声や画像の情報圧縮処理では、信号をいくつかの帯域に分解してそれぞれの帯域ごとに処理を実行
することが必要になる。そのとき、信号の帯域分割や合成を行うシステムを一般にフィルタバンクある
いはフィルタといい、特に、帯域が2つの場合を2分割フィルタバンクという。この2分割フィルタは
基礎的でかつ実用性の高いものであり、電子透かし技術にも応用されている。一般に、入力信号を分割
信号に分けるものを帯域分割フィルタ（アナライザ）といい、逆に分割された信号から元の信号を復元
するものを帯域合成フィルタ（シンセサイザ）という。信号に量子化を施さないような理想的な場合、
入力信号と出力信号が一致するように設計されたフィルタを完全再構成QMフィルタという。
　完全再構成QMフィルタを構成するにはいくつかの方法があるが、本論文ではハールウェーブレット
を用いて構成することを考える。ここでウェーブレットとは信号を時間と周波数の両面から同時にとら
える時間周波数解析において信号を切り出す単位となるもので、Morley［1］によって初めて導入され
た。その後・Meyer［2］やDaubechies［3］らによってウェーブレットの数学的性質が明らかになっ
た。ハールウェーブレットはそのウェーブレットの中でもっとも簡単で応用しやすいものである。この
ハールウェーブレットを用いた完全フィルタの構成アルゴリズムは貴家［4］にもあるが、この論文では
より物理的実現性を考慮した新しい構成アルゴリズムを提案する。以下この論文の構成について述べ
る。2章でハールウェーブレット変換の基本的な性質について述べる。3章ではサブバンド符号化と遅
延なしの完全再構成QMフィルタについて述べ、4章では物理的に実現可能な完全再構成QMフィルタ
について述べる。最後に5章で今後の課題について述べる。
2　ハールウェープレット変換
　この章では榊原［5］にしたがってハールウェーブレット変換（Haar関数を基にしたウェーブレット
変換）について述べる。ここでHaar関数とは
　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ・ω一｛1蕊；F
と定義される（図2．1）。このφH（x）をスケーリング関数とするウェーブレット関数ψ刀（x）を求める
と
　　　　　　　　　　　　　　　　　・b・（・）－／i－・籔i
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となる（図2．2）。
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　　　　　　　　　　　　図2．1　　　　　　　　　　　　図2．2
　このスケーリング関数φff（X）とウェーブレット関数ψ刀（X）を用いて与えられた連続関数∫（X）を
近似することを考える。連続関数プ（x）のレベル」（∫∈Z）の近似関数万（x）を
　　　　　　　　　　　　　　　　f，（x）ニΣcli）φπ（2／x－k）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝・－c「
と定義する。ただしk∈Zに対して係数C£∫）は積分
　　　　　　　　　　　　cf・・一・・∫：二1’／2’f（・）・dx
で与えられるとする。さらに9j（x）ニf，＋1（x）－f，（x）とおくと、9j（x）は関数∫（x）の解像度2∫の成
分をあらわし、ウェーブレット関数ψ∬（X）を用いて
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　9i（x）＝Σ4PψH（2jx－k）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝－Ct
とあらわすことができる。ただし
　　　　　　　　　　　　　　　　　dE”一丁（cl｛＋’）一・1｛‡P）
である。一方、C｛i）の定義から
　　　　　　　　　　　　　　　　　　・】」’一丁（c；｛＋1）＋cli‡P）
が成り立つことが分かる。この二つの関係式を分解アルゴリズムという。
　逆に、万（のと9j（X）が与えられれば万．、（X）＝f，（X）＋9」（X）を再構成できる。このときの係数を求
める式は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c｛｛＋1）＝　c2i）十d£i）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cl｛‡1｝ニcEノ｝－dli）
となる。これを再構成アルゴリズムという。
　関数♪（x）のレベル∫の近似関数fiの解像度は2iで、｛fi｝　i，Zは解像度の階層構造を持つ。この
｛f，｝i，zを多重解像度解析という。分解アルゴリズムを再帰的に繰り返すと
　　　　　　　　　　　　ノ）（x）＝9i－、ω＋9i－，（x）＋……＋9。（x）＋f。（x）
となる。ここで関数9t（x）（0≦1≦元一1）はf（x）の解像度2tの成分をあらわし、次のようにレベル1
のウェーブレットの線形結合であらわされる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　9i（x）＝Σ∂Pψπ（2’x－　le）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k．・－eo
　上記の分解アルゴリズムと再構成アルゴリズムをあらわす関係式をスケーリング関数φ〃（X）とウェ
ーブレット関数ψ〃（X）で書き直すと
　　　　　　　　　　　　　　　　φ∬（x）＝φ，，（2x）→一φ刀（2x－－1）
　　　　　　　　　　　　　　　　g「II（x）＝φJ，（2x）一φノ7（2x－1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　2　一
　　　　　　　　　奥村博造　　ハールウェーブレット変換と完全再構成QMフィルタ　　　　　　　　325
となる。この式をHaar関数のみたすツースケール関係という。
　3　サブバンド分解
　2章で述べた分解アルゴリズムは離散データ｛clj）｝　k，zをデジタルフィルタを通して信号｛cEi－i）｝k，Z
と｛4仁1）｝k，Zに変換する過程としてとらえることができる。反対に再構成アルゴリズムはこれら分解
された信号を元のデータに変換する過程としてとらえることができる。分解アルゴリズムと再構成アル
ゴリズムをあらわす公式は次の様なものであった。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　cp’i’＝＝t（cE｛）＋cl｛し、）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　dl’－1）－S（c｛｛Lε≦｛し1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　c｛｛）＝c£j’1）十d£i－1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　c｛蕗1＝cEi→i）　一　d£i－1）
ここで次のように数列
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Po　・＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，＝　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pk＝0（k≠0，1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qo＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qi＝－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qk＝0（k≠0，1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9e＝1／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　9－、＝1／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＆＝0（k≠0，－1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　h。＝1／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　九1＝－1／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　h，＝0（k≠O，－1）
を定義すると先の分解アルゴリズムと再構成アルゴリズムは
　　　　　　　　　　　　　　　　　　cli’1）＝Σ92た．∫c｝∫｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tεz
　　　　　　　　　　　　　　　　　dEj’1）＝Σ　h2k．，　c，（i）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tEZ
と
　　　　　　　　　　　　　　　cli）＝Σ　P，－2，c，（i－・1）十4力．2∫41」－D
　　　　　　　　　　　　　　　　　　tεz
のように数列の畳み込みを用いてあらわすことができる。これらをデジタルフnルタの観点から見直し
てみると次のようになる。
　　まず｛cli）｝h，zを入力信号、｛clノー1）｝h，Zと｛dli”i）｝h，Zを分解して得られた信号とし、それぞれに
対応するZ変換を次のように定義する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（z）＝ΣcPz一鳶
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝－eo
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　 XL（z）＝Σcl」－1）z’k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝－oo
　　　　　　　　　　　　　　　　　為（z）＝Σdli－t）z一先
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝・←eo
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　3一
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そうすると分解アルゴリズムは｛cli）｝と｛9k｝あるいは｛cEi）｝と｛h，｝の離散畳み込みをダウンサン
プリングする過程であり、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c£i”t）＝（9＊c（i））i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dY－－i）＝（h＊cω）』
とあらわすことができ、それぞれ元の信号｛C£i）｝k，Zの低周波成分と高周波成分に対応する。ここでダ
ウンサンプリング（downsampling）とは離散信号｛ck｝から｛c｝｝を得る操作で、次のようにデータ
の偶数番だけ取り出して求めることができる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ci＝c2k
　Z変換を使えぽ
　　　　　　　　　　　X・（・）－S｛G（zl！2）M（・・／・）＋G（一・・／・）X（－Z・！・）｝
　　　　　　　　　　　X・（・）－S｛H（・1！・）X（・1！・）＋H（一・1！・）X（一・1／・）｝
となる。ここで
　　　　　　　　　　　　　　　　　G（・）一る苗〆一丁（1＋・）
　　　　　　　f　　　　　　　　　　　　　　　　H（・）＝る緒＝†（1－z）
で、数列｛9k｝と｛煽のZ変換である。
　一方、再構成アルゴリズムは分解された信号｛cEi）｝と｛dEj）｝をアップサンプリングしてそれぞれフ
ィルタ｛Pk｝と｛qk｝を通してたしあわせる過程をあらわし、
　　　　　　　　　　　　　　　　c｛∫）＝（P＊c（5’1）t）k十（P＊cσ一1）↑）k
が得られる。ここでアップサンプリング（upsampling）とは離散信号｛Ck｝から｛c2｝を得る操作
で、次のようにデータをひとつおきに挿入して求めることができる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c｛k＝Ck
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c▲鳶．、＝O
　　　　　　　　　　AZ変換を使えば出力X（z）は
　　　　　　　　　　　　　　　A　　　 　　　 x（z）＝P（z）瓦（z2）＋Q（2）為（22）
となる。ただし、
　　　　　　　　　　　　　　　　　P（z）＝Σ　PkZ－hニ1＋z－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　　　　　　　　　　　　　Q（2）＝Σ　qkZ－k＝1－z－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
で、数列｛Pk｝と｛qk｝のZ変換である。
　　　　　　　　　　　P（・）x・（・2）一去P（・）｛G（・）x（・）＋G（－z）x（一の｝
　　　　　　　　　　　Q（・）x・（・2）一TQ（・）｛H（z）x（z）＋H（一・）x（一・）｝
　　　　　　AだからこれをX（z）に代入してまとめると
　　　　　　　　　　　　ズ（z）－s｛P（・）G（z）＋Q（z）H（z）｝x（・）＋
　　　　　　　　　　　　　　　去｛P（z）G（一・）＋Q（・）H（－z）｝x（－2）
となる。P（Z）、　Q（Z）、　G（Z）、石『（Z）が
　　　　　　　　　　　　　　　　　P（z）G（2）十Q（z）H（z）＝2
　　　　　　　　　　　　　　　P（z）G（－z）十Q（2），Ell（－z）＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－4一
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を満たすことを用いれば
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　 　　　x（z）＝x（z）
つまり出力と入力が同一になることがわかる。
　このように、信号X（Z）は低周波成分XL（のと高周波成分石（Z）に分解される。この過程をサブ
バンド分解という。G（2）とH（z）はそれぞれ離散信号の周波数帯域0≦固≦πを2分割するローパ
スフィルタ（LPF）とハイパスフィルタ（HPF）の対、すなわち分解フィルタを構成する。サブバン
ドに分解された信号をたしあわせると元の信号が再構i成される。この時使おれるローパスフィルタ
（LPF）P（9）とハイパスフィルタ（HPF）Q（z）の組みは再構成フィルタを構成する。このように、全
部で4個のフィルタはクァドレチャーミラーフィルタ（QMF）と呼ぽれる2対のフィルタを構成する。
多重解像度解析から導かれたQMフィルタ（図3．1）は帯域2分割の完全再構成QMフィルタとなるこ
とがわかる。
cG）→
H ↓2
↓2
dG－1）→　↓2
G
H
cG－1）→↓2 G
cG）
QMフィルタ
図3．1
　4　実現可能なフィルタバンク
。の章では信号｛cEi・｝k、Z．｛cl”1）｝k，Z、｛41’㌦。をそれぞれ｛x（〃）｝、，Z、｛x。（k）｝、，z、｛・。（le）｝、，z
であらわすことにする。そうすると、｛X（k）｝h，z、｛XL（k）｝h、z、｛XH（le）｝h，zはそれぞれ入力信号、ロー
パス信号、バイパス信号をあらわし、出力信号をほ（め｝k、Zとするとき、先のZ変換の関係
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　 　　　x（z）＝x（z）
は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（k）　・＝　x（k）
となり、遅延なしの完全再構成QMフィルタをあらわすことがわかる。ところがこの解析で時系列信号
を実際に処理す・の躍しい・と・・うのは・・ルタG（・）－t（1＋・）とH（・）－S（1－・）にあらわれ
る2は未来の信号を扱うことに対応し、信号処理で用いられる遅延演算子z’1を用いては実現不可能だ
からである。つまり遅延なしの完全再構成フィルタパンクは物理的に実現不可能であり、実現可能にす
るには次のような遅れを持つものを考える必要がある。
　　　　　　　　　　　　　　　　　ft（k）＝x（k－1）　　1＞0
　この章では遅延が1の場合、すなわち、1・＝1の場合の完全再構成QMフィルタを構成する。貴家［4］
の繊法ではz変換の聯・方がでてきてしまう…物理的実現性を・・高める・・は・・変換の係数
は2進有理数であることが望ましい。そこで、係数に2進有理数を用いても完全再構成QMフィルタを
構成することができることを以下に示す。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（・）－S（1＋z’1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（z）＝－S（1－・z－i）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（z）＝1十z－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q（9）＝1－2－1
とおくと、次の図4．1のフィルタは完全再構成QMフィルタを構成する。
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XL（k） UL（k） YL（k） 2，（k）
　　　　　　　　　　　　　　　　XH（k）　UH（k）　　YII（k）　XIKk）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2分割フィルタバンク
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図4．1
　証明
分解フィルタと再構成フィルタの入出力のZ変換はそれぞれ次の関係式を満たす。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x．（z）＝G（z）x（2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　石（z）＝H（2）x（z）
　　　　　　　　　　　　　　　σ・（・）－s｛x・（2）＋x・（－2）｝
　　　　　　　　　　　　　　　σ・（・）＝TP島（あ橘（一あ｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y．（z）＝σL（z2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち（z）＝ぴ（z2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　 　　　 XL（2）＝P（2）Y．（2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　 　　　　 XH（2）＝Q（2）玲（2）
これらを
　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　X（z）＝XL（z）十XH（z）
に代入してまとめると
　　　　　k－s｛P（z）G（・）＋Q（2）H（・）｝x（・）＋丁｛P（z）G（一・）＋Q（2）H（一・）｝x（－z）
を得る。
　　　　　　　　　　　　　　　　P（z）G（2）十Q（z）H（z）＝2z－i
　　　　　　　　　　　　　　P（z）G（－z）十Q（2）H（－2）＝0
が成り立つので
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　 　　x（z）＝z－iX（z）
を得る。これは
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（k）＝x（k－1）
を意味する。
5　今後の課題
　本論文ではハールウェーブレットを用いて完全再構成フィルタバンクを構成するアルゴリズムを改良
し、物理的実現性の高いアルゴリズムを提案した。ハールウェーブレットは0次のBスプラインウェー
ブレットであり、今回のアルゴリズムは容易に高次のBスプラインウェーブレットに拡張することがで
きる（榊原［5］）。だがBスプラィンウェーブレットを用いるともはやG（z）とH（z）は有限次ではな
くなり、z’1の無限次の多項式となる。物理的実現性を考えれば、　G（z）とH（z）を有限次で近似する
必要がある。遅れのない完全再構成QMフィルタの近似は榊原［5］で扱っているが、遅れを持つ完全再
構成QMフィルタの近似は今後の課題として残っている。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1999．1．7　受理）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　6　一
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